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FOURIEROVA A LAPLACEOVA TRANSFORMACE,
OPERATOROVE CHARAKTERISTIKY DVOJPOLU

Fourierovy rady — prodluzovani periody
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Prodlouzeni periody pri zachovani Siirky impulsu
2
snizovéni zékladini frekvence w, = -
frekvence, které jsou u kratSi periody zastavai, jsou doplnény novymi,

L snx sinkwt, 5
podle obalove kiivky N (napft. 4w, =8w, =32w, proT =4S,

k\NOtO
T=8s,resp. T=329)
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Prodlouzeni periody k ¥
2 . e,
T®¥ P w, :?p ® 0, Dw, =w, ® 0 pivodné diskrétni frekvence

se stava spojitou
Amplituda frekvencniho spektra (pavodné jednotlivych harmonickych) se

blizi O
Uvazujeme Fourierovu fadu v komplexnim tvaru

T

A, = ?1 of (t)e ™ ci (koeficienty)
0
+¥ )

f(t)=aq A" (fada)
k=-¥

K oeficienty (harmonické) musime vynasobit periodou T (jinak ® 0!)

;
2
TA, = Of (t)e " dt (TE bude ¥!)
B
f(t)= & (TA)e L=8 (1A ) L =
- Ty YT
WO
:ig (TA )ejkWotW :|D\N:W|:i+é¥_ (TA )ejkwotDN
2D y=x ‘ ° 2y “

)
2 _ +¥
F(jw)=limTA, :ITi(@@(:)f (t)e Mot i _-Qf (t)e ™ dt
2
¥
F {f () =F(jw)= f (t)e™dt
-¥
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SCitani nekone¢né mnoha nekonedné malych s¢itanct prechazi naintegraci,
diference na derivace, pak

zpétna Fourierova transformace

_ 1 -'C-)¥ kwt _ Hi wit
f(t)—IJ@@ES‘}&(TAk)eJ DWO——¥OF(jW)eJ dw
1% .
F 2 {F(iw)} = oF (jw)e™ dw
20 .y
Podminky existence
+¥
Funkce je absolutng integrovatelna g f (t)|dt<¥
-¥
...spliuje podminku lim f (t)=0

t® +¥
spinuje Dirichletovy podminky

Zakladni vlastnosti Fourierovy transfor mace

1. Superpozice

1% .. N
f(t)+f,(t)= 2 O (iw) +F, (jw)ge™ dw
-¥
spektrum souctu prizbehi: dvou signalu je rovno souctu spekter obou
signali

2. Posunuti v originale
+¥

Jerli F(jw) = f (t)e™dt, pak
-¥
+¥

F(jw)e ™ = §f (t+t,)e ™t
-¥

posunuti v originéle o ty Znamena nasobeni obrazu e
v e ektrickych obvodech je to zpozdeni ty, ke kierému dojde pri prizchodu
impedanci s " = ¢!
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3. Posunuti v obraze

+¥
Jerli F(jw) = f (t)e™dt, pak
-¥

¥
FEi(wmw,)g= O&f (t)e*" pe™dt
¥

pokud je wgy nosna frekvence pri frekvencni modulaci a funkce f(t) jgi
obalka, pak bude frekvencni spektrum umisteno symetricky po obou
stranach nosného kmitoctu

4. Derivace podle proménné
Cn g A (t)
(jw) F(jw)= OTeJ dt

¥

- . . . , , . n
obraz n-té derivace originalu je nasoben vyrazem ( jw)

5. Integrace podle proménné

+¥ At N
_iF(jw) = (‘)g(‘)f (t)dtﬁe- "t
JW ¥ By a

obraz integralu predmeétu je délen vyrazemjw

Pouziti v elektrickych obvodech

Narozdil od pracnych Fourierovych fad (kde je nutno pocitat s kazdou
frekvencni slozkou samostatné) mizeme hledat prabéh vystupniho napéti pri
nehar monickém buzeni obdobné, jako v HUS

1 % (t)® X,(jw)
2. X,(jw)=P(jw)X,(jw)
3. X,(jw)® x,(t)

Prenosje stginy, jakov HUS
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Priklad:
oO—— 1 I O U
O I O
0 t Tt
t P lo
. N ée ™Mo _U_ .
D U (jw)=YneMdt=U,6—q =—g™- 1
0 e IW{ Jw
2) P(jw)=

1+ jwRC
: : : U .. .
3) U,(jw)=U,(jw)P(jw)=—"g ™ -1p———
) U (w) = Uy (w)P(jw) = =68 - 1 e
Zpétnatransformace:
1) Obraz integrau i
jw

1-e™ 7 i
=2 —F o (t)dy
1+ jwRC %?’2() b

2) Superpozice
1 g M [ U
- =F { cpug(t t) gty
1+ jwRC 1+ jwRC }SEJ?()W;I( )i b

3) Posunuti v originde e ™

.
=F { ()$(t)dty=F RC it
T jwre - [ORUAY=F fopce T dy
-g Mo P I A =N R
=F - O(t- t,)dty=F i RET dty,
1+ jwRC 1|< %019( ) % 1|=t0 Ce :
Y e 1,
4) u,(t)=gl- e ® gl(t)- &- e gl(t- t,)
e u e u
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L APLACEOVA TRANSFORMACE

RozSiteni mnoziny absolutné integrovatel nych funkci:
vynasobeni funkce f (t) pomocnou funkci €'

nutna podminka: t3 0
Jsou-li funkce po vynasobeni absolutné integrovatelna, pak je funkce:
1) exponenciéniho radu
2) nazyva se funkce standardniho typu
Pokud Fourierovu transformaci vynasobené funkce oznacime F (s : jw), pak

¥ ¥
F(s,jw)=¢f (t)e'e J““dt—of() e Mgt

0

Zavedeme s + jw = p, pak prima L aplaceova transfor mace

¥

Of (t)e Pt

0

r
—
—
—~
~+
N
—
1
T
—~
©
SN—"
1

Zp&tna Fourierova transformace obrazu F( p)

+¥
f (t)e™ :% &F (p)e™dw
-¥
+¥ +¥

1 - 1
f(t)=— F(p)e™e'dw=—" F(p)e”dw
(1) =55 OF(p) 3 OF (P
Po zmén¢ integracni proménné bude Zpétna L aplaceova transfor mace

1 S +¥

L {F(p)}=1(0=5 0F(p

(p)e™dp

Pozn. symbol, pouzivany pro Laplaceovu transformaci se muze lisit, psaci ,, L“
miva obvykle podobu L, nebotéz L.
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Zakladni vlastnosti L aplaceovy tr ansfor mace

1) Li nearita

n

L.aakf % =a aF(p

T k= k=1
2) Posunuti v originae;

L{f(t-t,)} = ™F(p)

3) V¢éta o obrazu derivace:
je-li (t) funkci standardniho typu, spojitaa hladka s vyjimkou t = 0, pak

Li%f(t)g:pF(p)- f(0,)
f(0.)=limf(t)

[N U 1
iof (t)dty==F(p)
lo P
5) Obraz konvoluce:

{10700} =L of (-1 )a( ) y=F (p) ()

6) Obrazy funkce v nule av nekonecnu
limf (t) =lim pF(p)

t®0 P® ¥
im 7 (6)=\impF(p)
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Oper atorové char akteristiky dvojpola

Kirchhofovy zakony plati i pro Laplaceovy obrazy:

al.p)=0
k=1
au.(p)=0
k=1

Obrazy

ZE] Ug(t) = Rig(t)
() =61, (0

o— i ()=ciel

Pavel M&Sa, X31EO2, prednaskac. 2

O w)=gB () +u (o)

®

zakladnich obvodovych prvki v ¢asove oblasti:

UR(p):RIR(p)

IL(p):iUL(p)"'iL(er)
Uc(p):p_lclc(p)+uc(p0+)
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Nahradni obvody pro operdtorové charakteristiky dvojpdlu

I([il> I([i[>
O Y
;V) u(0+)/p Cu(0+)
U(p) U(p) @ = C
= C
W/ v
o— O ®
'(% I(QD
O ®
i(0+)/p Li(0+)
up| D 2L U(p)
L
W/ W/
O ®

Operatorove imitance obecného dvojpolu pro nulove pocateéni podminky

U(p)=2(p)!(p) I(p)=Y(p)U(p)

Pavel Mé3a, X31EO2, prednaska¢. 2 strana-9-



FOURIEROVA A LAPLACEOVA TRANSFORMACE, OPERATOROVE CHARAKTERISTIKY DVOJPOLU

Zakladni dlovnik L aplaceovy transfor mace

Casovaoblast f (t) Operétorovaoblast F ( p)
o Jednotkovy (Diracav)
=1 impulz 1
d(t
: (v
7 (L0
Jednotkovy skok
(e (stgjnosmérné napgéti, 1
— piipojenév ¢aset = 0) D
° 1t)
1
s - 5t PIP
- O.SM— e Exponencidni impulz 1
e Yt +
0 (t) p+a
t[s]
1
= 0 w
> sinwt X (t) >
1 p°+w
0 05 1
t [s]
1
coswt X(t) >
p”+w
1
0 exponencidng tlumeny sin w
U e *sinwt >§I.(t) (p+a)2 +wW?2
"o 0.5 1
exponencidné tlumeny cos 1
U,.e * coswt X (t) (p+a)” +w?
1
tA(t) 2
P
tn
_ >§I- t n+
n! ( ) p™
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Dalsi zakladni priabehy dostaneme superpozici (kombinaci) obrazi uvedenych

v z&kladnim slovniku, napr.:

U, sin(wt+j )x(t) =
= (Acoswt + Bsinwt) »4(t)

U, =vA*+B?

. A
= arctg—
| QB

Ap + Bw

p2 +W2

U sin(wt+j )x(t) =

geA coswt + Bsmwt =A(t)

w o]

aBO

U =,A+
&

. Aw
= arctg—
J QB
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Rozklad na parcialni zlomky

Uvazujme funkci F (p), kterou mizZeme vyjédiit jako podil dvou polynomt

Je-li funkce Q( p) polynomem n-tého rédu, pak polynom P( p) musi byt
alespon n-1 f&du. Pokud je vySSiho fadu, pak funkci upravime do tvaru

RS, (p)
Q(p)

Funkci F(I( p) pak mtizeme nahradit castecnymi (parcidnimi) zlomky:
§ pokud méafunkce F (p) pouze jednoduché redlné koreny
P¢(p J
F([( p) - 1( ) - a A

Y

Kg(p_ pi) izt P- B

§ pokud méafunkce F (p) koteny s nésobnosti a, b, g, ...

F(p)=R(p)+Fqp)=R(p)+

P¢(p
F(I(p)= a l( )b g =
K(p- p)" {pP- p) {p- p.) L
3 A b B, 8 C,
-3 -+a -+q +L
=(p-p) =(p-p) @(p-p)

§ pokud méafunkce F (p) dvojice komplexng sdruzenych korent

p=a,xjb,(p- pY(p- p@=p*- 2a,p+a’+b>=p*+ap+h
(snasobnogti a, b, ...)

Pe,
=4p)- hlel
K(p*+a,p+b,) {p’+a,p+h,) 1L
:g Ap+B| +§ ij+DJ

. L
:1(p2+aap+ba)l j:1(p2+abp+b0) '

i
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§ kombinace jednoduchych a dvojic komplexné sdruzenych korend

4(p)- L) :

Ké(p- p)" O (p2+a,p+b)”

i=1 j=1
s A +§:g B, p+C;
i=1 r:l(p' |C)i)r j=1 :1(p2+ajp+bj)

r

-

1) Metoda neurcitych koeficientt (porovnani koeficienti u stejnych mocnin)
Funkci F 4 p) (dolni fadek, po rozkladu na parciélini zZlomky) vynasobime

A Py, .
O(p-p)" O ( p’+a,p+b )bJ (ptvodnim jmenovatelem, horni radek)

i=1 j=1
, . - . . P¢(p)
a porovname koeficienty u stegnych mocnin p ve funkci K

2) Zakryvaci pravidlo
neni univerzalni, u nasobnych koienu |ze pouzit pouze pro ngjvyssi
mocninu, ostatni koeficienty je nutné dopoditat
Vefunkci Fq p) substituujeme za proménnou p hodnotu kotene p.

Zavorku, obsahujici koren p.musime vylougit (je nulova). Matematicky:

lim Fqp)(p- p)" = lim—; Pn%(P) (b Y
I KO(p- p)O(p* +ap+b))"

=1

Priklad:
M etoda neur ¢itych koeficienti
p?-1990p+751000 _ p*- 2000p + 750000+ (10p +1000)

F = = =
(p) 2p? - 4000p +1500000 2( p? - 2000p +750000)
1, 5p +500 _1, 5p +500 _
2 p?-2000p+750000 2 (p- 500)(p- 1500)
1 A B
=+ +
2 p-500 p-1500
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Sp+500 A B
= - 500)( p- 1500
(p-500)(p- 1500 p-500" p-1s00  \P~500)(p-1500)

5p+500= A(p- 1500) + B( p- 500) =(A+B) p- 1500A- 500B

A+B=5
- 1500A - 500B =500
B=5- A
- 1500A- 2500+ 500A =500
A=-3
B=8
Zakryvaci pravidlo
Sp+500 _ A N B
(p- 500)(p-1500) p-500 p- 1500
A 5p +500 _5>500+500 _ 3000 _
{p~500)(p-1500)| _~ 500-1500 -1000
5p +500 _5x1500+500 _ 8000 _
(p- 500){p~4560}| =~ 1500- 500 1000
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